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На основании уравнений состояния предложена математическая модель 

электромагнитных процессов в трансформаторе с учетом потерь в магнитопроводе. 

Для учета потерь в сердечнике добавлена еще одна электрическая цепь, имеющая 

магнитную связь с первичной обмоткой трансформатора. Показано, что каждый 

реальный двухобмоточный трансформатор с учетом потерь в магнитопроводе есть 

трехобмоточный трансформатор. Электромагнитные процессы в обмотках транс-

форматора описываются уравнениями, составленными с учетом того, что, по 

принципу Ленца, ЭДС, индуктированная за счет изменения тока, имеет направле-

ние, препятствующее изменению тока, вызывающего эту ЭДС. Иными словами, 

положительное направление ЭДС самоиндукции направлено против положитель-

ного направления тока. Это отличает предложенную модель от моделей, принятых 

в литературе по электромеханике, и позволяет ввести единообразие в записи урав-

нений состояния для машин постоянного и переменного тока. Зависимость напря-

женности магнитного поля в сердечнике от индукции аппроксимирована с помо-

щью гиперболического синуса. В MATHCAD исследованы переходные процессы 

при включении трансформатора под напряжение. Результаты исследования пред-

ложенной математической модели могут быть использованы при проектировании и 

эксплуатации интеллектуальных систем релейной защиты и автоматики силовых 

трансформаторов, питающих сложную переменную нагрузку. К таким трансфор-

маторам можно отнести, например, тяговые трансформаторы электроподвижного 

состава железных дорог, электрифицированных на переменном токе. 

 

Ключевые слова: магнитная цепь трансформатора, потери в магнитопро-

воде, потери на гистерезис и вихревые токи, поток рассеивания, ток намагничива-

ния, трансформатор, холостой ход, электромагнитные процессы. 
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I. Введение 

Уравнения состояния и математическая модель электромагнитных 

процессов в трансформаторе при отсутствии потерь в стали были рассмот-

рены в [1]. В реальном трансформаторе при перемагничивании сердечни-

ка, выполненного из тонких листов ферромагнитного материала, возника-

ют потери, называемые потерями холостого хода. Поэтому намагничива-

ние происходит по несовпадающим кривым, и образуется петля гистерези-

са (рис. 1) [2-4]. 

 

 

Рис. 1. Петля гистерезиса при перемагничивании  

ферромагнитного сердечника с частотой 50 Гц 

 
Потери в сердечнике PСТ (магнитные потери или потери в стали) 

складываются из потерь на гистерезис PГ (перемагничивание) и потерь на 

вихревые токи РВ (токи Фуко): 

 

СТ Г В
.Р Р Р   (1) 

 

Эта энергия расходуется на перемагничивание и вихревые токи и 

преобразуется в тепло. Она прямо пропорциональна площади петли 

гистерезиса, которая снята при заданной частоте (динамическая петля гис-

терезиса). Ширина петли гистерезиса, а, следовательно, и ее площадь, рас-

тет с увеличением потерь в сердечнике. Потери на гистерезис обусловлены 

тем, что при перемагничивании стали для уменьшения остаточной 

индукции до нуля требуется затратить определенную величину 

магнитодвижущей силы F = HC · l, где HC – коэрцитивная сила, l – длина 

средней магнитной линии в магнитопроводе. 
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Мощность потерь на гистерезис: 

 

Г Г
,n

m
Р f B G      (2) 

 

где Г – коэффициент гистерезиса (зависит от марки стали); f – частота 

колебаний магнитной индукции; Bm – амплитуда магнитной индукции; G – 

масса сердечника; n – коэффициент, зависящий от величины магнитной 

индукции (n = 1,6 при Bm < 1 Тл; n = 2 при Bm > 1 Тл). 

Мощность потерь на вихревые токи: 

 
2 2

В В
,

m
Р f B G      (3) 

 

где B – коэффициент вихревых токов (зависит от марки стали и пропор-

ционален квадрату толщины листа). 

При Bm  1 Тл, потери в стали: 

 
2 2 2

СТ Г В
.

m m
Р f B G f B G          (4) 

 

Потери в стали пропорциональны квадрату магнитной индукции. 

II. Материалы и методы 

Согласно (4), мощность потерь на гистерезис PГ пропорциональна 

частоте, а мощность потерь на вихревые токи РВ – квадрату частоты. По-

этому, если произвести замеры потерь в стали PСТ при одной и той же 

амплитуде магнитной индукции при двух разных частотах f1 и f2, то можно 

условно разделить PСТ на PГ и РВ.  

При частоте 50 Гц потери не разделяют, а для вычисления 

суммарных потерь пользуются выражением на основе (4): 

 
2 2 2 2 2 2

СТ Г В Г В 1
50

( ) ,
m m m m

Р f B G f B G f f B G P B G                    (5) 

 

где P1/50 – удельные потери в стали при Bm = 1 Тл и f = 50 Гц, (Вт/кг). 

Величина удельных потерь зависит от марки стали и в среднем 

составляют 0,5-3,1 Вт/кг. При Bm = 1,7 Тл, удельные потери лучших сортов 

стали составляют 1,05-1,1 Вт/кг. Для аморфных сталей эти потери в три-

четыре раза меньше [5-7]. 

Следовательно, для учета потерь в сердечнике трансформатора при 

перемагничивании, необходимо сумму всех элементарных ЭДС в каждом 

листе ферромагнитного сердечника представить в виде одной ЭДС. Эта 

ЭДС наводится в отдельной обмотке, которая дополнительно вводится в 
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расчетную схему трансформатора и имеет магнитную связь с первичной 

обмоткой (рис. 2). Эта обмотка замыкается на сопротивление R3, потери в 

котором равны мощности потерь в ферромагнитном сердечнике [8]. Число 

витков в дополнительной обмотке w3 можно взять равным 1, либо равным 

любому другому числу, но при этом необходимо подобрать соответст-

вующие значения R3 и L3. 

 

Рис. 2. Расчетная схема трансформатора с учетом потерь в магнитопроводе 

 

Таким образом, реальный двухобмоточный трансформатор должен 

представляться как трехобмоточный. 

III. Уравнения состояния и математическая модель  

трансформатора с учетом потерь в магнитопроводе 

Уравнения, описывающие электромагнитные процессы в трансфор-

маторе, расчетная схема которого изображена на рис. 2, имеют вид: 

 для первичной обмотки w1: 

1

1 1 1 1 1
.

di d
R i L w u

dt dt



       (6) 

 

 для вторичной обмотки w2: 

2

2 2 Н 2 2 2
.

di d
R i R i L w

dt dt



        (7) 

 для дополнительной обмотки w3, учитывающей потери в сердечни-

ке: 
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3

3 3 3 3
.

di d
R i L w

dt dt



      (8) 

 для магнитной цепи по закону полного тока: 

 

1 2 3 1 1 2 2 3 3
;H l F F F F w i w i w i            (9) 

или, с учетом аппроксимации кривой намагничивания гиперболиче-

ским синусом: 

 

sinh( ) sinh( );H B
Q


       

1 1 2 2 3 3
sinh( ) .l w i w i w i

Q


          

(10) 

 

Продифференцируем уравнение (10): 

 

31 2

1 2 3
cosh( ) .

didi did
l w w w

Q Q dt dt dt dt

  
            (11) 

 

Обозначим 
β

A l
Q

    и 
β

b
Q

 . Тогда уравнение (11) примет вид: 

 

31 2

1 2 3
cosh( ) .

didi did
A b w w w

dt dt dt dt


          (12) 

 

Запишем систему четырех дифференциальных уравнений (6,7,8) и 

(12) в канонической форме: 

 

1

1 1 1 1 1
;

di d
L w u R i

dt dt



       (13) 

 2

2 2 2 2 Н 2

Φ
;

di d
L w R i R i

dt dt


         (14) 
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3

3 3 3 3
;

di d
L w R i

dt dt



       (15) 

31 2

1 2 3
cosh( ) 0.

didi di d
w w w A b

dt dt dt dt


           (16) 

 

Систему дифференциальных уравнений (13-16) представим в мат-

ричном виде: 

 

1

1 1 1 1 1
2

2 2 2 H 2

3 3 3 33

1 2 3

0 0

0 0 ( )
.

0 0

cosh( ) 0

di

dt
L w u R idi

L w R R idt

L w R idi

dtw w w A b

d

dt







 
 
 

     
      
     
     
           

 
 

  

 (17) 

 

Решая систему методом Крамера, определим производные искомых 

величин. Уравнения в форме Коши для машинного решения примут вид: 

 

3 31 1 2 2 4;  ;  ;  ,
didi di d

dt dt dt dt

  
   
   

 (18) 

 

где ∆ – главный определитель системы; ∆1, ∆2, ∆3, ∆4 – определители, кото-

рые получаются из главного определителя после замены соответствующе-

го столбца столбцом свободных членов. 

IV. Результаты исследования 
На рис. 3 приведены результаты решение системы дифференциаль-

ных уравнений (18) в интегрированном пакете MATHCAD численным ме-

тодом Рунге-Кутта четвертого порядка [9]. Решение системы уравнений 

(15) произведено согласно [1]. 
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Рис. 3. Результаты решения системы нелинейных дифференциальных 

уравнений (18) в интегрированном пакете MATHCAD 

 

На рис. 4 показаны мгновенные значения тока намагничивания i0 и 

магнитного потока Ф в сердечнике трансформатора. Несмотря на то, что 

кривые достигают максимального значения одновременно, кривая тока 

проходит через ноль раньше. Следовательно, ток опережает поток в сер-

дечнике. Потери в стали приводят к тому, что в кривой тока появляется 

активная составляющая.  

Кривая намагничивания B = f(H), полученная на разработанной мо-

дели, имеет вид петли гистерезиса (рис. 1). Следовательно, из-за потерь на 

перемагничивание сердечника, изменение магнитной индукции (увеличе-

ние и уменьшение) происходит по несовпадающим кривым. 
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Рис. 4. Ток намагничивания i0 и магнитный поток Ф в сердечнике  

трансформатора с учетом потерь в сердечнике 

 

На рис. 5 показаны петли гистерезиса в процессе включения транс-

форматора. Видно, что во время переходного процесса сердечник намаг-

ничивается несимметрично, симметрия устанавливается постепенно в те-

чение нескольких периодов. Полностью симметричное перемагничивание 

сердечника наступает только в конце переходного режима. 
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Рис. 5. Намагничивание сердечника трансформатора  

при его включении в моменты времени: 
а) t = 0,05 c, б) t = 0,09 c, в) t = 0,13c, г) t = 0,5 c 
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Установившееся значение тока намагничивания в реальных транс-

форматорах невелико и составляет несколько процентов от номинального 

тока трансформатора. Поэтому в установившемся режиме токи в обоих 

обмотках и поток в сердечнике практически можно считать синусоидаль-

ными. Следовательно, для анализа установившихся процессов в однофаз-

ном трансформаторе можно воспользоваться комплексным методом, со-

гласно которому несинусоидальный ток намагничивания представляется 

синусоидальным с действующим значением, аналогичным такому же у 

несинусоидальной кривой. 

Комплексный метод позволяет отказаться от решения дифференци-

альных уравнений. Однако при расчете нестационарных процессов требу-

ется решать нелинейные дифференциальные уравнения. В этом случае, 

особенно когда речь идет о разработке современных интеллектуальных 

систем релейной защиты и автоматики, следует использовать предложен-

ную математическую модель трансформатора с учетом потерь в стали. 

V. Заключение 

На основании уравнений состояния предложена математическая 

модель электромагнитных процессов в трансформаторе с учетом потерь в 

магнитопроводе. С помощью предложенной модели в интегрированном 

пакете MATHCAD исследованы переходные процессы при включении 

трансформатора под напряжение. Исследована динамика изменения се-

мейства петель гистерезиса при включении трансформатора. 

Результаты исследования предложенной математической модели 

могут быть использованы при проектировании и эксплуатации интеллек-

туальных систем релейной защиты и автоматики силовых трансформато-

ров, питающих сложную переменную нагрузку. К таким трансформаторам 

можно отнести, например, тяговые трансформаторы электроподвижного 

состава железных дорог, электрифицированных на переменном токе. 

Результаты могут быть использованы при разработке ферромагнит-

ных преобразователей параметров электрической энергии. 
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Abstract. A mathematical model of electromagnetic processes in a transformer 

taking into account losses in the magnetic circuit is proposed on the basis of the equa-

tions of state. To account for losses in the core, one more electrical circuit has been add-

ed, which has a magnetic connection with the primary winding of the transformer. It is 

shown that each real two-winding transformer, taking into account losses in the magnetic 

circuit, is a three-winding transformer. Electromagnetic processes in the transformer 

windings are described by equations composed taking into account the fact that, accord-

ing to the Lenz principle, an EMF induced by a change in current has a direction that 

prevents the change in current causing this EMF. The positive direction of the self-

induced EMF is directed opposite the positive direction of the current, which distinguish-

es the proposed model from the one adopted in the literature and allows one to introduce 

uniformity in writing the equations of state for DC and AC machines. The dependence of 

the magnetic field strength in the core on induction is approximated using the hyperbolic 

sine. Transients processes when turning on the transformer has been investigated in 

MATHCAD. The results of the study of the proposed mathematical model can be used in 

the design and operation of intelligent relay protection and automation systems for power 

transformers that supply complex variable loads, for example, traction transformers of 

electric rolling stock of railways electrified with alternating current. 
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