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Используя метод разделения переменных Фурье, получена двумерная анали-

тическая модель вентильного двигателя с постоянными магнитами в полярных ко-
ординатах. В общую расчетную область модели входят ферромагнитные участки и 
постоянные магниты реальной конфигурации. Постоянные магниты ротора, токи об-
мотки статора и падения магнитного напряжения в зубцах статора являются источ-
никами магнитного поля. Расчетные значения магнитной индукции в средах нахо-
дятся с учетом геометрической структуры зубчатости статора, расположения посто-
янных магнитов и обмоточных гармоник магнитодвижущей силы. Расчетные значе-
ния функциональных характеристик вентильного двигателя, полученные с помо-
щью численного моделирования, близки к его паспортным данным. 
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Abstract. A two-dimensional analytical model of a brushless DC electric motor 
with permanent magnets in polar coordinates is obtained on the basis of the Fourier 
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method. General design area of this model includes ferromagnetic sections and permanent 
magnets of a real configuration. The sources of the magnetic field are permanent magnets 
of the rotor, stator winding currents and the magnetic voltage drops in stator teeth. The 
calculated values of magnetic inductions in medium are based on the geometric structures 
of the stator gear, the location of permanent magnets and the winding harmonics of the 
magnetomotive force. The calculated values of the engine's functional parameters obtained 
on the model are close to its passport values. 
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I. Постановка задачи 
Вентильные двигатели (ВД) с постоянными магнитами (ПМ) находят 

широкое применение в управляемых электроприводах различных промыш-
ленных механизмов (в робототехнике, медицинской аппаратуре и др.) бла-
годаря хорошим регулировочным характеристикам, высокому КПД, мини-
мальным пусковым токам и небольшим массогабаритным показателям [1]. 
Однако специфичность ВД с ПМ как электромеханического объекта вызы-
вает трудности при их расчете и проектировании. Трудности связаны, во-
первых, с двумя разными, по своей природе, источниками магнитного поля: 
обмоткой переменного тока и постоянными высокоэнергетическими магни-
тами; во-вторых, с наличием зубчатости статорного сердечника и высших 
обмоточных гармоник, вызывающих нежелательные пульсации электро-
магнитного момента и тепловые потери от вихревых токов в теле магнитов.  

Используя метод разделения переменных Фурье в полярных коорди-
натах, можно получить двумерную аналитическую модель магнитоэлектри-
ческого ВД, учитывающую реальную геометрию высокоэнергетических 
ПМ, пазов статора и фиксированной конечной магнитной проницаемости 
зубцов и ярем сердечников статора и ротора. 

II. Особенности метода разделения переменных  
в полярной системе координат 

Из математической физики известны решения уравнения Лапласа 
∇2u(r,φ) = 0 для круга, кольца и их наружных областей в форме краевых за-
дач Дирихле, Неймана и смешанного типа [2, 3]. Их частные решения могут 
иметь вид: 

 

( ,φ) ( )( cos φ sin φ),n nu r Ar Br C n D n    (1) 
 

где A, B, C, D – постоянные коэффициенты, рассчитываемые по известным 
формулам, учитывающим краевые условия задачи. 
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В прикладных устройствах активная область может состоять из 
набора примыкающих друг к другу колец. В этом случае постоянные колец 
из (1) будут находиться из условий сопряжения рассматриваемого поля на 
границах совокупности колец. 

Расчетная схема магнитоэлектрического ВД, содержащая 6 колец (6 
сред), показана на рис. 1.  

 
 

6

3r

5
4

3
2

1

2r
1r

M

MM

4r

5r

6r

7r  
Рис. 1. Расчетная схема задачи с шестью средами: 

1 – ярмо ротора; 2 – постоянные магниты с намагниченностью М;  
3 – воздушная среда (зазор); 4 – наконечники зубцов статора; 5 – зубцы статора;  

6 – ярмо статора. 
Fig. 1. Calculation scheme for a problem with six mediums: 

1 ‒ rotor yoke; 2 – permanent magnets with magnetization M; 3 – air medium (gap); 
4 – tips of stator teeth; 5 – stator teeth; 6 – stator yoke 

 

Принятые следующие допущения [4]. 
1. Ферромагнитные среды линейны. 
2. Вектор намагниченности магнитов имеет только одну компоненту 

M = Mr. 
3. Справедлив принцип суперпозиции магнитных полей магнитов ро-

тора (индуктора) и токов обмотки статора и магнитных напряжений в зуб-
цах статора. 
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III. Расчет магнитного поля магнитов ротора 

Исходные уравнения 
Рассматриваемое магнитное поле потенциально и удовлетворяет 

дифференциальному уравнению Лапласа ∇2u = 0, которое можно решить ме-
тодом разделения переменных Фурье отдельно для каждой из шести назван-
ных выше сред (колец), стыкуя их граничные значения путем вычисления 
соответствующих постоянных. 

Скалярные магнитные потенциалы un(r,φ) и радиальные составляю-
щие магнитной индукции Bnr(r,φ) в указанных средах (n = 1, 2, …, 6) нахо-
дятся из решения краевой задачи Неймана, когда источником магнитного 
поля являются только магниты ротора (ферромагнитные зубцы и ток об-
мотки статора отсутствуют): 
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где μp – относительная магнитная проницаемость ярма ферромагнитного 
сердечника ротора; p – число пар полюсов. 
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 (3) 

где μм – относительная магнитная проницаемость магнита. 
Предполагается, что зависимость намагниченности М = М(x) магни-

тов ротора известна и может быть представлена тригонометрическим ря-
дом: 
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Намагниченность магнита можно представить равенством: 
 

M = Mr + kм ∙ H.  
 
Тогда выражение для магнитной индукции имеет вид: 
 

B = μ0 ∙ [Mr + (1+kм) ∙ H].  
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У высокоэнергетических ПМ относительная магнитная проницае-
мость μм = (1 + kм) близка к единице (коэффициент восприимчивости kм ≈ 0). 
Поэтому намагниченность М в (4) можно принять равной остаточной намаг-
ниченности Mr. 

Расчет постоянных в уравнениях потенциалов и индукций 
Входящие в уравнения (2), (3), (5-8) шесть постоянных Bnk, (n = 1, 2, 

…, 6) определяются из следующих шести граничных условий, получаемых 
приравниванием магнитных потенциалов и радиальных магнитных индук-
ций на границах сред: 

 

1 2 0;k kB B    

2 1μ ;k р k kB B m      

2 3 0;k kB B    

3 4 0;k kВ В    

4 5 0;k kB B    

5 6μ 0,k c kB B     
где mk = Mk / k. 

По (5), (7) рассчитаны магнитные индукции в кольцах 3 и 5, вызван-
ные магнитами ротора вентильного двигателя 6ДВМ 300 А35, показанные 
на рис. 2. Его технические данные: диаметр расточки статора 126 мм; актив-
ная длина 150 мм; высота неодим-железо-боровых магнитов 7,1 мм; z = 24; 
2p = 4. 

 
Рис. 2. Магнитные индукции: B1, B2 – на границах кольцевой области 3;  

B3 – на середины кольцевой области 5 
Fig. 2. Magnetic inductions: B1, B2 – at the boundaries of the annular region 3;  

B3 – in the middle of the ring area 5 



89 
 

Интеллектуальная электротехника 2021 №2  

IV. Расчет магнитного поля обмотки статора 
Магнитное поле Hc, созданное током обмотки статора, является сум-

мой потенциального Hc
p и дополнительного Hc

0 магнитных полей [5]: 
 

c c c

0 .p H H H  (9) 
 

Расчет дополнительного магнитного поля. 
Вектор дополнительного магнитного поля Hc

0: 
 

4

c

0 [ ],
r

r

d H Δ l  (10) 

 

где Δ – вектор плотности тока в проводниках обмотки. 
При взятии интеграла в (10) в направлении против координаты r век-

тор дополнительного поля Hc
0 будет иметь только координатную составля-

ющую φ, а магнитные листы с потенциалами МДС катушек обмотки статора 
будут расположены на нижней границе токового слоя (внизу пазов у шли-
цевых отверстий). 

 

 0 0φ 4 2Δ ( )c cH H r r h    , (11) 
 

где h2 – высота паза статора. 
Для расположения дополнительного поля только в токовом слое об-

мотки устанавливаем на его верхней границе два магнитных листа МДС с 
противоположными знаками (они, очевидно, в совокупности не будут ис-
точниками магнитного поля), линейные плотности токов которых равны 
∓H0max. Магнитный лист с плотностью (–H0max), являющийся дельта функ-
цией δ(r – r4), при взятии интеграла (10) обнулит дополнительное поле на 
линии r = r4. Второй магнитный лист МДС будет источником потенциаль-
ного магнитного поля обмотки статора [6]. 

Для бесконечно тонкого магнитного листа (МДС) m фазной обмотки 
статора справедливо выражение для бегущих волн основной и высших гар-
моник [7]: 
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Расчет потенциального магнитного поля обмотки статора. 
Потенциальное магнитное поле, создаваемое магнитным листом с 

МДС, рассчитывается методом разделения переменных Фурье, решая крае-
вую задачу Дирихле отдельно для каждой из шести областей на рис. 1 и сты-
куя их граничные значения путем вычисления соответствующих постоян-
ных. Определяем скалярные магнитные потенциалы uj(r,φ) и радиальные 
составляющие магнитной индукции Bjr(r,φ) в областях (j = 1, 2, …, 6), вы-
званные синусной составляющей МДС в (12) для времени t = 0. Косинусная 
составляющая в этот момент равна нулю. 

 

1 ν sin ν φ,sF F p  (13) 
 

где ν maxν cosω ;  2 1;  ω 0
2s

m
F F t ν mk t    . 

Будем иметь следующие выражения для магнитных потенциалов и 
индукций при отсутствии магнитов ротора и зубцов статора: 
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.
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B r B p
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r r r
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
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

  
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
  





  (20) 

Расчет постоянных в уравнениях потенциалов и индукций. 
Входящие в (14)-(20) шесть постоянных Bnν, (n = 1, …, 6) определя-

ются из следующих шести граничных условий, получаемых приравнива-
нием магнитных потенциалов и радиальных магнитных индукций на грани-
цах сред: 

 

1 2 0;ν νB B    

2 1νμ 0;ν рB B     

2ν 3ν 0;B B    
ν

7
3ν 4 ν ν

3

;s

r
В В F

r

 
    

 
  

4 5 0;k kB B    

5ν 6 νμ 0.cB B     
 

Радиальные составляющие магнитной индукции в кольцевых обла-
стях 2, 3 и 5, вызванные номинальным током обмотки статора при отсут-
ствии электротехнической стали в зубцовой зоне статора (в кольцах 4 и 5 на 
рис. 1) рассчитаны по (15), (16) и (19). Полученные зависимости показаны 
на рис. 3. Видим, что названные индукции сравнительно невелики. 

V. Расчет магнитного поля,  
вызванного падением магнитного напряжения в зубцах статора 

Двумя другими источниками магнитного поля являются падения маг-
нитного напряжения в ферромагнитных зубцах статора, принадлежащих 
двум средам (рис. 1): кольцу 4, содержащей узкие пазовые шлицы, и кольцу 
5 с пазами статора. В первом приближении максимумы этих магнитных 
напряжений Umz4 и Umz5 (в некотором зубце) можно считать средними в 
названных полосах, вызванными магнитами ротора и током обмотки ста-
тора. Эти напряжения в ферромагнитных участках колец примем изменяю-
щимися синусоидальным образом: 
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4(5) 4(5) cos φ.z mzU U p  (21) 
 

 
Рис. 3. Радиальные магнитные индукции от тока обмотки статора:  

Bc2 – на нижнем краю кольца 2; Bc3 – на середине воздушного зазора;  
Bc5 – на нижнем краю кольца 5  

Fig. 3. Radial magnetic inductions from the stator winding current: 
Bc2  – at the bottom edge of ring 2; Bc3 – in the middle of the air gap; 

Bc5 – at the bottom edge of the ring 5 
 

Магнитные напряжения в указанных областях формируют бесконеч-
ный тригонометрический ряд, коэффициенты которого вычисляются в 
предположении, что магнитные напряжения в воздушных участках (в шли-
цах и пазах) равны нулю: 

 

4(5) 4(5)
1

(φ) ( ) cos φ
k

u U k kp




 , (22) 

где  
1( 2)

1( 2)

22
4(5)

4(5)
1

( 1)
2

4
( ) cos φ cos φ φ

z

z

bz
kt

p
mz

k bz k t

U
U k p kp d

zt




 

   ; (23) 

tz = 2π / z – зубцовый шаг статора; b1, b2 – соответственно ширины шлица и 
паза статора в механических радианах. 

Максимумы магнитных напряжений Umz4 и Umz5 связаны с кривой 
намагничивания электротехнической стали известными равенствами: 

 

4(5) 4(5) 4(5) ,mz mU H h  (24) 
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где Hm4(5), h4(5) – соответственно максимум напряженности магнитного поля 
в стали и высоты соответствующих элементов зубца.  

Исходные уравнения. 
Скалярные магнитные потенциалы un(r,φ) и радиальные составляю-

щие магнитной индукции Bny(r,φ) в названных средах (n = 1, 2, …, 6) опре-
деляют, когда единственным источником магнитного поля являются маг-
нитные напряжения (или более физично: напряженности магнитного поля) 
зубцов в области 4. Магниты ротора и токи обмотки статора отсутствуют.  

При этом, очевидно, расчет магнитных индукций, как в области 4, так 
и в других областях, связан с умножением магнитной напряженности на 
магнитную проницаемость μ4(φ) ферромагнитной области 4. В этом случае 
обеспечивается соблюдение граничных условий для рассматриваемых по-
лос: равенство магнитных потенциалов un(r,φ) и нормальных составляющих 
магнитных индукций Bny(r,φ) на границах областей (колец). 

Магнитные проницаемости μ4(5)(φ) находятся в предположении, что 
магнитная характеристика является прямой, проходящей через начало ко-
ординат и рабочую точку магнитной индукции на нелинейной зависимости 
B = f(H): 

 

4(5) 4(5)
1

(φ) ( ) cos φ
k

μ μ k kp




  , (25) 

1( 2)

1( 2 )

2
4(5)

4(5)
1

2

1

4
где ( ) (sign cos φ) cos φ φ

4
(sign cos φ) cos φ φ.

z

z

z

z

z
ktp

z

k kt bz

z
ktp

k kt bz

μ
μ k p kp d

zt

p kp d
zt

 

 

 



 

 

 

Значения максимальных проницаемостей в участках зубцов μz4(5) 
уточняются по результатам расчета суммарного магнитного поля в зубцах, 
вызванного всеми тремя его источниками. 

Выражения для магнитных потенциалов и магнитных индукций в ше-
сти областях получены, решая для них краевые задачи Дирихле: 
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  (26) 
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Выражения, аналогичные (26)–(31), могут быть записаны для случая, 
когда источником магнитного поля являются магнитные напряжения зуб-
цов в области 5. 

Расчет постоянных. 
Шесть постоянных Bnk, (n = 1, 2, …, 6), входящих в (26)–(31), опреде-

ляются из следующих шести граничных условий, полученных приравнива-
нием магнитных потенциалов и радиальных магнитных индукций на грани-
цах сред: 

 

1 2 0;k kB B    

2 р 1μ 0;k kB B     

2 3 0;k kB B     
1

3 4 4

1

( ) ;
k

k k k

r
В В U k

r



    

4 5 0;k kB B     

5 c 6 0.k kB μ B     
 

Аналогичные уравнения для нахождения постоянных будем иметь 
для случая, когда источником магнитного поля являются магнитные напря-
жения зубцов в области 5. 

Расчеты показывают, что при одинаковых магнитных индукциях, а 
значит и при одинаковых магнитных напряженностях в областях 4 и 5, маг-
нитные напряжения в области 5 будут в h5/h4 раз больше напряжения обла-
сти 4. Для рассматриваемого двигателя это отношение составит h5/h4 = 
40/1,5 = 26,7. Это отношение будет еще больше, если учесть, что магнитная 
индукция в элементе зубца из области 4 будет существенно меньше, чем в 
остальной части зубца. Поэтому влиянием магнитного напряжения в обла-
сти 4 (как одного из источников магнитного поля) на магнитные индукции 
в других областях можно пренебречь. 

На рис. 4. показаны кривые распределения магнитных индукций в 
кольцевых областях 3 (воздушный зазор) и 5 (в зубцах статора), полученные 
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по формулам, аналогичным (28) и (30), когда источником магнитного поля 
являются магнитные напряжения зубцов, расположенных в области 5. 

 

 
Рис. 4. Магнитные индукции, вызванные магнитными напряжениями  

зубцов статора: Bz3 – в середине воздушного зазора (r = r3 + 0,5δ);  
Bz5 –в среднем сечении зубцов статора (r = r5 + 0,5h2) 

Fig. 4. Magnetic inductions caused by the magnetic stresses of the stator teeth: 
Bz3 – in the middle of the air gap (r = r3 + 0,5δ); 

Bz5 – in the middle section of the stator teeth (r = r5 + 0,5h2) 
 

Результирующая магнитная индукция в воздушном зазоре (области 
3), вызванная всеми источниками магнитного поля, представлена на рис 5. 
Ее максимум составил 0,89 Тл. 

 

 
Рис. 5. Результирующая магнитная индукция на середине  

воздушного зазора (на средней линии кольца 3) 
Fig. 5. The resulting magnetic flux density in the middle of the air gap 

(on the center line of the ring 3) 
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VI. Выводы 
На основе метода разделения переменных Фурье получена двумер-

ная аналитическая модель ВД с ПМ в полярных координатах, в которой маг-
нитные напряжения зубцов статора выступают в качестве источников маг-
нитного поля в дополнение к магнитам ротора и току обмотки статора. 

Расчетные значения магнитных индукций в средах (кольцах) рассчи-
тываются с учетом зубчатости статора, гармоник МДС обмотки и геометри-
ческой структуры расположения постоянных магнитов. 
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