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I. Введение 

При анализе и математическом моделировании электротехнических 

систем с распределенными параметрами при повышенных требованиях к 

точности и адекватности приходится обращаться к полевым задачам [1-4]. 

В частности, при исследовании трансформаторов, электрических машин, 

линий электропередач основной внутренней характеристикой процессов пе-

редачи электромагнитной энергии выступает вектор Пойнтинга – плотность 

мощности, переносимой через нормальное плоское сечение единичной пло-

щади П


, Вт/м2: 
 

П E H=  , (1) 

 

где E  – напряженность электрического поля, В/м; H


– напряженность маг-

нитного поля, А/м. 

С помощью вектора Пойнтинга можно рассчитывать активную и ре-

активную мощности, исследовать их распределения в любом месте электро-

технических систем, в том числе, в движущихся элементах электрических 

машин, также можно выявлять характер проникновения электромагнитной 

энергии сквозь экранирующие элементы при различных режимах работы 

системы. В [2-4] вектор Пойнтинга выступает инструментом уточнения фи-

зического механизма функционирования электротехнических систем. 

Однако обращаться непосредственно к характеристикам электромаг-

нитного поля E


 , H


не всегда удобно. 

Целью настоящей работы является обоснование формулы расчета 

модуля вектора Пойнтинга через интегральные величины, характеризую-

щие электрическое состояние электротехнической системы с распределен-

ными параметрами и демонстрирование ее методологической роли. 

II. Определение вектора Пойнтинга через приложенное  

к системе напряжение 

Единицу измерения вектора Пойнтинга представим в виде произве-

дения единиц измерения напряжения и плотности тока: 
 

 
2 2

В А А
П В

м м

   
  = =     

   
. (2) 

Таким образом, на основе (2) формально можно выразить вектор 

Пойнтинга через произведение некоторого напряжения U и некоторого век-

тора плотности тока J :  
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JU


= П . (3) 

 

При этом направление плотности тока должно совпадать с направле-

нием вектора Пойнтинга. 

Для установления физического смысла электрических величин в (3) 

обратимся к характерным примерам вычисления прохождения электромаг-

нитной энергии от источника к потребителю через линию коаксиальной 

конструкции (рис. 1). Электромагнитная энергия, передаваемая от источ-

ника к потребителю, канализируется по диэлектрику. Детальный расчет 

вектора П


 и передаваемой мощности потребителю в приближении идеаль-

ных проводников приведен в учебной литературе [5-6]. 

 

 
 

Рис. 1. Линия передачи электроэнергии коаксиальной конструкции 

Fig. 1. Electric power transmission line of coaxial design 

 

Воспользуемся готовыми выражениями напряженностей магнитного 

и электрического полей в диэлектрике: 
 

φ

2π

I e
H

r


=


; 

1

2ln
r

r
r

eU
E r




=


, 

 

где I – сила тока в линии, U – приложенное к линии напряжение, r – текущее 

радиальное расстояние от оси симметрии, r2 и r1 – наружный и внутренний 

радиусы цилиндрического слоя диэлектрика, 


e


 и 
r

e


– азимутальный и ра-

диальный орты цилиндрической системы координат. 

Выразим продольный вектор Пойнтинга (1) в форме (3) и получим: 
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1

2 2

1

к
П

2π ln

I
U

r
r

r


  =  

 

; ( )1

2 2

1

к

2π ln

I
J r

r
r

r


=

 

; ( )
12

1

S

J r ds I = , 
 

 

где ( )rJ
1


 – вектор плотности эквивалентного тока в области r1 ≤ r ≤ r2, к


– 

аксиальный орт цилиндрической системы координат, S12 – площадь сечения 

области диэлектрика. 

В случае, если жила обладает конечной проводимостью γ, то часть 

электромагнитной энергии будет входить из диэлектрика в жилу через её 

боковую поверхность для покрытия потерь энергии, обусловленных про-

хождением тока I через жилу. 

Используя готовое выражение поперечного вектора Пойнтинга, при-

ведем его к форме (3): 

 
2

2 пр 22

1 1

П
2π π γ

r
I e

U J
r r

− 
  = =      

,  

 

где Uпр = Rпр ∙ I – падение напряжения на жиле, Rпр = l / γ ∙ π ∙ r1
2 – активное 

сопротивление жилы длиной l, 
2 1

2 π
r

J e I R l= −      – плотность эквива-

лентного тока, входящего в проводник через боковую поверхность жилы. 

Очевидно, 
1 2

( 2 π )
r

e R l J I−      = . 

Утверждение 1. Вектор Пойнтинга можно выразить через произ-

ведение приложенного напряжения к системе (или к её участку) на вектор 

плотности эквивалентного тока, совпадающего по направлению с векто-

ром Пойнтинга и удовлетворяющего условию, что полный поток вектора 

плотности эквивалентного тока должен быть равен исходному физиче-

скому току.  

III. Методологическое значение метода расчета вектора Пойнтинга  

через электротехнические величины 

Раскрытый метод расчета вектора Пойнтинга может быть использо-

ван для снятия трудностей в задачах теоретической электротехники, физи-

ческой электротехники и классической теории электромагнитного поля.  

В классической теории поля введено понятие классического радиуса 

электрона r0 из допущения, что вся масса электрона обусловлена массой со-

здаваемого им поля, которая вычисляется из эквивалентности полной энер-

гии электрона mЭс2 и энергии электростатического поля [7-8]: 

 

)(
00

rqW = . (4) 
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В приближении точечного заряда электрона q, Кл его потенциал на 

расстоянии r0 определяется выражением: 

 

0

0 0

φ( )
4 π ε

q
r

r
=

  
. (5) 

 

В результате формула расчета r0 имеет следующий вид: 

 

0 2

0 Э

,
4 π ε

q q
r

m c


=

   
 (6) 

 

где ε0 – электрическая постоянная, Ф/м; mЭ – масса покоящегося электрона; 

с – скорость света, м/с. 

В современной физике поля этот радиус играет фундаментальную 

роль и понимается как минимальный размер области пространства, в кото-

ром можно пользоваться соотношениями классической теории поля – явля-

ется пределом применимости её понятий. 

Однако для оценки импульса движущегося конечно размерного элек-

трона при малых скоростях (v / c << 1) на основе расчета импульса электро-

магнитного поля через вектор Пойнтинга по (1) с учетом ограничения (6) 

оказалось, что необходимо используется только часть массы электрона, 

названной электромагнитной массой [8]: 

 

ЭЭМ
3

2
mm = .  

 

Это обусловлено тем, что в (1) учитывается только часть полной 

электромагнитной энергии конечно размерного электрона.  

Действительно, на основе классического (7) для расчета электриче-

ской энергии поля [5-8], где ρ – объемная плотность электрического заряда, 

Кл/м3: 

 
2

0

ρφ
ε

2 2V V

E
W dV dV=  =  , (7) 

 

следует, что в левой части представлена энергия, рассредоточенная по 

всему объему пространства. Правая часть дает одинаковый численный ре-

зультат, но по смыслу энергия должна быть сосредоточена в ограниченной 

области – в области распределенного заряда. 
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Если электрон занимает конечный объем V3, то объем интегрирова-

ния разделим на две части V = V3 + VП и (7) примет следующий вид: 

 

З П З

2 2

1 2

0 0

ρφ
ε ε

2 2 2V V V

E E
W dV dV dV=  +  =   , (8) 

 

где VП – внешний по отношению к электрону объем, который занят полем с 

напряженностью 
2

E


, а 
1

E


 есть напряженность электрического поля в об-

ласти распределенного заряда, сосредоточенного в объеме V3. 

Выделяя из (8) энергию поля во внешней области, получим следую-

щее уравнение: 

 

П З З З

2 2 2

2 1 1

2 0 0 0

ρφ
ε ε ε

2 2 2 2V V V V

E E E
W dV dV dV W dV  = −   −     , (9) 

 

в котором правая часть по смыслу учитывает только энергию взаимодей-

ствия между элементами заряда, находящимися во внутренней области. 

Утверждение 2. Из физического смысла (9) следует, что оно пред-

ставляет собой граничное условие для энергии электростатического поля, 

которое гласит: на поверхности раздела областей сосредоточения заряда 

и поля энергия поля, рассредоточенная вне области заряда равна собствен-

ной энергии взаимодействия между элементами заряда.  

Заметим, что утверждение 2 согласуется с граничным условием для 

электростатического потенциала. 

Используя теорему Гаусса, например, при равномерном распределе-

нии   энергия внешнего поля принимает значение: 
 

П

2 2

2

2 0

0 0
2 8πV

E q
W ε dV

ε r
=  =

  , (10) 

 

а собственная энергия зарядов W3, в соответствии с (6) принимает следую-

щее значение: 
 

2

0

З

0 0

φ( )

8π ε 2

r qq
W

r


= =

 
. (11) 

В (10), (11) использовалось следующее выражение: 

dVq
V

= . 
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Чтобы удовлетворить условию (5), результирующая энергия должна 

учитывать энергию внешнего электрического поля и собственную энергию 

заряда: 

 

Э 2 З 0φ( )W W W r q= + =  . (12) 

 

И если электрон рассматривать как электромагнитную структуру, то 

при составлении вектора Пойнтинга необходимо учитывать мощность по-

тока и этой структуры 
З

П


, тогда результирующий вектор Пойнтинга при-

мет следующий вид: 

 

З22Э
П П


+= HE .  

 

Вектор Пойнтинга 
З

П


 электромагнитной структуры электрона неиз-

вестен, поэтому используем (3) и получим: 

 

Э 0 0П (φ( ) φ( )) φ( )J r J r=  −  =  , (13) 

 

так как φ(∞) = 0, а φ(r0) потенциал на поверхности конечно размерного элек-

трона. 

Согласно критериям сформулированного утверждения 1 вектор 

плотности тока в (13) должен совпадать с направлением вектора Пойн-

тинга и, соответственно, с вектором скорости равномерного перемещения 

электрона. Из двух типов токов – конвекционного (тока перемещающе-

гося заряда) и тока смещения, с вектором Пойнтинга совпадает первый, 

так как ток смещения противоположный первому (обеспечивает условие 

непрерывности).  

Конвекционный ток задается следующей формулой: 

 

vJ

= , (14) 

 

где v

 – вектор скорости. 

Вычислим электромагнитный импульс электрона на основе исполь-

зования (13) – (14) и с учетом (4) – (6): 

 

vmdV
c

vr
dV

c
G

VV





Э2

0

2

Э
)(П




==  . (15) 
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Таким образом, электромагнитный импульс полностью совпал с ме-

ханическим импульсом электрона, а предложенная методика расчета век-

тора Пойнтинга позволила снять противоречие несоответствия электромаг-

нитной массы механической массе. 

При выводе выражений для расчета электромагнитного импульса ис-

пользовалось электростатическое приближение, которое оправдано при ма-

лых скоростях. Аналогичное приближение использовал Р. Фейнман [8]. 

Корректность использованных допущений представлена в приложении, в 

котором при помощи методики операторного преобразования волновых 

уравнений поля при равномерном движении заряженной частицы, разрабо-

танной в [9], получены корректные выражения для E


 и H


. 

IV. Заключение 

1. Обоснована формула расчета вектора Пойнтинга через произведе-

ние приложенного напряжения и вектора плотности эквивалентного тока, 

направление которого совпадает с вектором Пойнтинга и удовлетворяет 

условию, что полный поток вектора плотности эквивалентного тока должен 

быть равен исходному физическому току. 

2. Показана полезность такой формулы на примере получения поло-

жительного решения фундаментальной задачи, в которой в рамках класси-

ческой теории установлена эквивалентность между электромагнитной мас-

сой и инерционной массой электрона.  

3. Установлено граничное условие для энергии электрического поля 

на поверхности ограниченной области объемного заряда. 

 

Приложение. Представление характеристик ЭМП через потенци-

альную составляющую электрического поля. 

Применив к волновым уравнениям для E


 и H


обратный к оператору 

Даламбера оператор –1, получим: 

 

H


 = – rot–1 J

= – rot ( v


–1) = [ v


grad(–1)], (16) 

E


= –1 (о J

/t + grad /o ) = grad (–1/o) – о v


( v

grad (–1)), (17) 

 

где   = Δ– c-22/t2 – волновой оператор Даламбера (–1 = 1, [9]). 

В (16) и (17) в квадратных скобках есть векторное произведение, а в 

круглых скобках – скалярное произведение двух векторов. Используя (14) 

и уравнение непрерывности тока в дифференциальной форме при условии 

v

= const, имеем: 

 

 J

/t = v


/t = – v


div( v


) = – v


( v

grad ).  
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Обозначим потенциальную составляющую электрического поля че-

рез 


E


 и выразим её через скалярный потенциал: 

 


E


= – grad  = grad (–1/o), (18) 

 

который соответствует волновому уравнению  = – /o. 

Подставляя (18) в (17) и (16) соответственно, приходим к следующим 

выражениям напряженностей ЭМП: 

 


= EE


– c-2 v


· ( v


·


E


);         H


 = o [ v


·


E


].  

 

Вектор Пойнтинга примет следующий вид: 

 

П


= [ E · H


] = o [ v

·{(


E )2 – c-2( v


·


E


)2} – 


E


( v

·


E


)∙{1– (vc-1)2}] = 

= 0∙v(Eφ)2∙{(
v

e


– cos 
E

e


) – (vc-1)2∙cos∙(cos 
v

e


– 
E

e


)}, 
(19) 

 

где 
E

e


 – единичный вектор, совпадающий с вектором


E


. Представим век-

тор 


E


 в виде суммы двух взаимно перпендикулярных векторов: 

 


E


 = Eφ ∙cos
v

e


 + Eφ ∙sin )(
⊥

e


 = 
v

E



 + 

⊥
E


, (20) 

 

где
v

e


– единичный направляющий вектор скорости v

; ψ – азимутальная пе-

ременная;
 

)(
⊥

e


– единичный вектор, перпендикулярный направлению 

скорости движения заряда;  – угол между векторами 


E


и v


. Подставив 

(20) в (19), получим конечное выражение вектора Пойнтинга: 

 

П


 = ov(


E )2 ∙ [sin2 
v

e


 – {1– (vc-1)2}∙ sin ∙ cos ∙
⊥

e


]. (21) 

 

Подставляя (21) в (15) и учитывая то, что интеграл от второго слага-

емого (21) равен нулю в силу симметрии поля относительно прямолинейной 

траектории, получим строгую формулу расчета импульса равномерно дви-

жущейся заряженной частицы: 
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VV
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c

v
dV
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2

0

2
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. (22) 

 

Формула (22) по форме совпадает с электростатическим предположе-

нием Р. Фейнмана [8]. Погрешность применения к (22) электростатического 

приближения определяется отношением модулей напряженностей электри-

ческих полей (при совмещении начала системы отсчета с заряженной части-

цей в момент времени t = 0):  
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