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Предложен новый алгоритм расчета переходных процессов методом пере-

менных состояния в линейных электрических цепях, содержащих источники пита-
ния переменного (гармонического) тока и активно-реактивные элементы, которые 
имеют широкое распространение в электротехнических устройствах. Рассматривае-
мый метод основан на описании состояния электрической цепи системой дифферен-
циальных уравнений первого порядка в нормальной форме Коши, разрешенной от-
носительно производных искомых переменных, которые получили название пере-
менными состояния. Особенность предложенного алгоритма заключается в том, что 
он распространен на решение дифференциальных уравнений электрических цепей с 
комплексными корнями. Выведены аналитические выражения переходных характе-
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ристик напряжений и токов в рассматриваемых электрических цепях, которые пред-
ставлены тригонометрическими функциями различных угловых частот. Предложен-
ный алгоритм расчета переходных процессов методом переменных состояния поз-
воляет, используя матричный вычислительный аппарат, получать оригиналы пере-
ходных характеристик токов и напряжений, минуя сложные алгебраические преоб-
разования. Произведен сравнительный анализ переходных характеристик, получен-
ных посредством предложенного алгоритма расчета, и с использованием компью-
терного моделирования в интерактивной среде Simulink пакета MATLAB. При этом 
из состава библиотеки Simulink использован встроенный блок State-Space, предна-
значенный для создания динамической математической модели электрической 
схемы в переменных состояния. Проведенный анализ показал высокое совпадение 
результатов произведенных сопоставительных расчетов, как по амплитудным зна-
чениям кривых, так и по длительности переходных процессов.  

Представленный материал может быть полезен специалистам различных об-
ластей электротехники, которые занимаются исследованиями и расчетами переход-
ных процессов в электрических цепях электротехнических устройств переменного 
тока. Разработанный алгоритм позволяет специалистам облегчить нахождение ана-
литических решений переходных процессов в электрических схемах, имеющих в 
напряжениях и токах тригонометрические функции различных угловых частот. По-
добный подход отсутствует в литературе по теоретическим основам электротех-
ники. 
 

Ключевые слова: комплексные числа, матричные уравнения, метод пере-
менных состояния, переходные характеристики, электрические цепи переменного 
тока. 
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Abstract. A new algorithm for calculating transients by the state-variable method 

in linear electrical circuits containing alternating (harmonic) current power sources and 
active-reactive elements, which are widely used in electrical devices, is proposed. The con-
cerned method is based on the description of an electrical circuit state by a first-order dif-
ferential equation system in the Cauchy normal form solved for derivatives of desired var-
iables, which are called state variables. The special feature of the proposed algorithm is 
that it is extended to solving differential equations of electric circuits with complex roots. 
Analytical expressions of transient characteristics of voltages and currents in the consid-
ered electrical circuits are deduced, which are represented by trigonometric functions of 
various angular rates. The proposed algorithm of transient analysis by a state variable 
method allows, using a matrix computing equipment, to obtain the originals of the currents 
and voltages transient characteristics, omitting complex algebraic transformations. A com-
parative analysis of the transient characteristics obtained by the proposed calculation algo-
rithm and using computer modeling in the interactive environment Simulink package 
MATLAB. Upon that, a built-in State-Space block is used from the Simulink library which 
is meant for the developing of a dynamic mathematical model of the electrical circuit in 
the state variables. The analysis showed a high coincidence of the results of the compara-
tive calculations, both in terms of the peak values of the curves and the duration of transi-
ents. 

The presented material can be useful to specialists in various fields of electrical 
engineering who research and calculate the transients in electrical circuits of electrical de-
vices of alternating current. The developed algorithm allows specialists to facilitate the 
finding of analytical solutions for transients in electrical circuits that have trigonometric 
functions of various angular frequencies in voltages and currents. This approach is not 
found in the literature on the theoretical foundations of electrical engineering. 

 
Keywords: AC electrical circuits, complex roots, matrix equations, state-variable 

method, transient characteristics. 
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I. Введение 

В последнее время исследования переходных процессов в электро-
технических устройствах с использованием средств имитационного компь-
ютерного моделирования (ИКМ) получили широкое распространение, как в 
научных исследованиях, так и в инженерных разработках за счет роста вы-
числительных мощностей компьютерных систем и постоянного совершен-
ствования программного обеспечения для решения практических и теоре-
тических задач. При разработке ИКМ применяются пакеты прикладных 
программ, в состав которых входят библиотеки с набором стандартизиро-
ванных моделей электротехнических элементов, энергетических преобразо-
вателей, электрических машин, систем измерения и управления. Примене-
ние готовых стандартизированных моделей существенно снижает время со-
здания и отладки ИКМ электротехнических устройств. Зачастую доступ к 
полученным дифференциальным уравнениям разработанной ИКМ крайне 
ограничен или полностью недоступен, вследствие чего отсутствует возмож-
ность выполнять исследования переходных процессов с использованием 
аналитических зависимостей. Поэтому возникает необходимость в разра-
ботке математических моделей электротехнических устройств, реализую-
щих алгоритмы нахождения аналитического решения дифференциальных 
уравнений. 

Одним из распространенных методов построения математический 
модели электротехнического устройства, формирующих аналитическое ре-
шение дифференциального уравнения, является метод переменных состоя-
ния. Данный метод основан на описании состояния электрической цепи си-
стемой дифференциальных уравнений первого порядка в нормальной 
форме Коши, разрешенной относительно производных искомых перемен-
ных, которые получили название переменными состояния. При этом для ли-
нейной электрической цепи основой формирования системы служат линей-
ные уравнения, составленные по законам Кирхгофа. 

Метод переменных состояния широко применяется в качества анали-
тического решения с использованием матричного вычислительного аппа-
рата при расчетах переходных процессов в электрических цепях электро-
технических устройств, включающих в себя источники электрической энер-
гии, а также активные и реактивные элементы. Анализ [1-9] показывает, что 
в большинстве случаев методом переменных состояния рассматриваются 
примеры расчета переходных процессов в электрических цепях с постоян-
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ными источниками ЭДС и токов. При этом параметры реактивных и актив-
ных элементов как правило подобраны таким образом, чтобы корни соот-
ветствующих дифференциальных уравнений были вещественными. Соот-
ветственно нахождение аналитических решений переходных процессов по-
добных электрических цепей посредством метода переменных состояния 
особых затруднений не вызывает. 

Если электрическая цепь содержит источник переменного напряжения 
или тока с активно-реактивными элементами и соответствующие ей дифферен-
циальные уравнения имеют комплексные корни, аналитическое решение мето-
дом переменных состояния существенно усложняется в вычислительном аспекте 
из-за появления в составе переходных характеристик напряжений и токов триго-
нометрических функций различных угловых частот [10, 11]. Поскольку такие 
электрические цепи электротехнических устройств имеют широкое распростра-
нение, возникает задача по модернизации известных алгоритмов расчета соответ-
ствующих переходных процессов для упрощения поиска искомых переменных 
посредством метода переменных состояния. 

С этой целью предложен новый алгоритм расчета переходных про-
цессов методом переменных состояния в электрических цепях переменного 
тока с активно-реактивными элементами, в которых дифференциальные 
уравнения имеют комплексные корни. В данной статье рассмотрен пример 
реализации предложенного алгоритма. 

 
II. Пример расчета переходных процессов 

В качестве примера (рис. 1) выбрана топология электрической цепи, 
которую часто применяют для формирования выходных напряжений требу-
емых форм, длительностей и амплитуд с целью оценки устойчивости элек-
тронных устройств [11, 12]. 

 
 

Рис. 1. Пример электрической схемы 
 

Fig. 1. Example of an electrical circuit 
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Для данной электрической схемы выбраны параметры элементов, 
приводящие в совокупности к комплексным корням: 

R = 110 Ом; L1 = 0,1 Гн; С1 = 0,1∙10–6 Ф; R2 = 1100 Ом. 
Приняты нулевые начальные условия и выбран источник ЭДС гармо-

нического тока e = Em∙sinωt, где Em = 220 В, ω = 2πf = 2513 c–1 и f = 400 Гц. 
Предложенный алгоритм расчета переходных процессов методом пе-

ременных состояния реализуется следующим образом. 
Вначале составляется система уравнений состояния электрической 

цепи согласно законам Кирхгофа после замыкания ключа К: 
 

1 1

1 1 2 2

1 2

;

0;

0.

C L

C L

Ri u u e

u u R i

i i i

  
   
   

 
(1) 

(2) 

(3) 
 

Из (1)–(3) определяются производные 1di

dt
 и 1Cdu

dt
. 

С этой целью из (1) и (2) находятся токи: 
 

1 1

1 1 1
;C Li u u e

R R R
     (4) 

2 1 1

2 2

1 1
.C Li u u

R R
   (5) 

 

Подставив (4) и (5) в (3), определяется производная 1di

dt
: 

 

1 2 2
1 1

1 2 1 2 1

1
;

( ) ( )C

di R R R
u i e

dt L R R L R R L


   

 
 (6) 

 

После определяется производная 1Cdu

dt
: 

 

1
1

1

1
.Cdu

i
dt C

  (7) 

 
С учетом (6) и (7) определяется в матричной форме система уравне-

ний переменных состояния: 
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 
2

2

1 2 1 1 1

2 1

1 1

1

1

( )
( ) ,

1
0 0C C

R R
R

i R R L L i
R R L e

u u

С

                             
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 (8) 

или: 
 

,x Ax Bu   (9) 
 

где 

2

2 1 1

7

1

1

( ) 1000 10

1 10 01
0

R R

R R L L
A

С

              
 

– матрица коэффициентов (па-

раметров электрической цепи); 1

1C

i
x

u

 
  
 

 – матрица выходных (искомых) 

переменных состояния; 
2

2 1

9, 09
( )

0
0

R

R R LB

 
         

 

 – связная матрица между 

входом электрической цепи и переменными состояния; u = (e) – матрица 
свободных параметров (входных воздействий). 

Затем находятся выходные переменные напряжения 𝑢௅ଵ и тока 𝑖. 
Из (3) очевидно, что i = i1 + i2, и после подстановки в (1) определяется 

напряжение uL1: 
 

2 2
1 1 1

2 2

.L C

R R R
u i u e

R R R R


   

 
 (10) 

 
С учетом (10) находится ток 𝑖: 

 

2
1 1

2 2

1
.

R
i i e

R R R R
 

 
 (11) 

 
После подстановки (10) и (11) в (8) получается система уравнений 

определяемых выходных переменных в матричной форме: 
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 
2 2

2 1 21
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1
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 (12) 

 
или: 

 
,y Cx Du    

 

где 

2

2

2

2

1
100 1

0,91 0
0

R R

R R
C

R

R R
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 – матрица связи переменных состоя-

ния с выходом электрической цепи; 

2

2

2

0,91

0,000831

R

R R
D

R R

 
            

 – матрица 

связи входа и выхода электрической цепи. 
С учетом того, что параметр e (ЭДС) зависит от времени, то решение 

(9) принимает следующий вид: 
 

τ

0

(0) (τ) τ,
t

At At Ax e x e e Bu d    (13) 

 
где eAt = α01 + α1A – матричная экспоненциальная функция, коэффициенты 
α0 и α1 которой находят из уравнения: 

 
1

2

1

0 1

1 2

α 1
,

α 1

p t

p t

p e

p e


    

     
     

 (14) 

 

где 
1 0

1
0 1

 
  
 

 – единичная матрица; p1 и p2 – коэффициенты матрицы A 

(корни системы уравнения переменных состояния). 
Тогда: 
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7
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Следовательно: 
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В результате получают корни системы уравнения переменных состо-

яния: 
 

1 500 9987;p j    (15) 

2 500 9987.p j    (16) 
 

Из (14) определяется матрица 
1

1

2

1

1

p

p


 
 
 

, которая является обратной: 

1

*

1
,TA A

A
     

где AT
* – транспонированная матрица алгебраических дополнений соответ-

ствующих элементов матрицы A; |A| – определитель матрицы A. 
В результате получается: 

 

2 2 11

12 1 2 1

11 1
,

1 1 1

p p p
A

pp p p p
    
          

  

 

где 2

1

1

1

p

p

 
 
 

 – матрица миноров соответствующих элементов; 2

1

1

1

p

p

 
  

 – 

матрица алгебраических дополнений соответствующих элементов; 

2 1

1 1

p p 
  

 – транспонированная матрица алгебраических дополнений со-

ответствующих элементов. 
Следовательно: 

 
1

2

0 2 1

1 2 1

α 1
,

α 1 1

p t

p t

p p e

p p e

     
           

 (17) 
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Подставляя в (17) полученные корни (15) и (16) системы уравнения 
переменных состояния, определяются коэффициенты (14) матричной экс-
поненциальной функции: 

 
1 2

1 2

0

5 5
1

α (0,5 0,025) (0,5 0,025)
.

α 5 10 5 10

p t p t

p t p t

j e j e

j e j e 

    
          

  

 
Затем записывается переходная матрица состояний: 

 
1

1 2

2

1 2 1 2

5 5
(0,5 0,025)

5 10 5 10
.(0,5 0,025)

500 500 (0,5 0,025) (0,5 0,025)

p t

p t p t

At p t

p t p t p t p t

j e
j e j e

e j e

j e j e j e j e

   
      

      

  

 
Поскольку для рассматриваемой электрической схемы (рис. 1) 

начальные условия соответствуют eAt∙x(0) = 0, то (13) будет иметь вид: 
 

τ

0

(τ) τ,
t

At Ax e e Bu d   (18) 

 

где 
9,1 2000sin ωτ

(τ) (220sin ωτ) .
0 0

Bu
   

     
   

 

Приступая к вычислению интеграла, можно записать: 
 

1

1 2

2

1

1 2

2

1 2

τ

τ τ5 5

τ

τ
0 τ τ

τ

τ τ

0

(0,5 0,025)
5 10 5 10

(0,5 0,025) 2000sin ωτ
τ

0(0,5 0,025)
500 500

(0,5 0,025)

(1000 50) sin ωτ τ (1000 50) sin ω

p

p p

pt

p

p p

p

t
p p

j e
j e j e

j e
d

j e
j e j e

j e

j e d j e


  




 



 

  
   

                

  






1 2

0

τ τ6 6

0 0

τ τ

.

1 10 sin ωτ τ 1 10 sin ωτ τ

t

t t
p p

d

j e d j e d 

 
 
 
 

     
 



 

  

Представленные интегралы соответствуют табличному интегралу от 
показательной функции: 
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2 2

1
sin ω ( sin ω ω cos ω ).

ω
pt pte tdt e p t t

p
 

  (19) 

 
Следует отметить, что получить правую часть равенства (19) до-

вольно просто, если проинтегрировать выражение 
ω ω

.
2

j t j t
pt e e

e dt
j


  

В результате интегрирования с последующей расстановкой пределов, 
получают: 

 

 
 

 
 

1

2

1

2

1

τ5 7

1

τ5 7

2

τ

1

τ

2

( 1,1 10 6,1 10 ) sin ωτ ωcos ωτ

( 1,1 10 6,1 10 ) sin ωτ ωcos ωτ

(0,0011 0,011) sin ωτ ωcos ωτ

(0,0011 0,011) sin ωτ ωcos ωτ

(0, 00073 0,11) sin ω si

p

p

p

p

p t

j e p

j e p

j e p

j e p

j t e



 







       
 
       

 
    

     

  



 
 

 
 

2

1 2

1 2

1 2

n ω

(0,027 0,0015) cos ω cos ω 0,054
.

(107 6,1) sin ω sin ω

( 2,9 27) cos ω cos ω 5, 7

p t

p t p t

p t p t

p t p t

t e

j t e t e

j t e t e

j t e t e



 

 

 

  
 
      
 
     
 
        

  

 
После перемножения согласованных матриц, содержащих комплекс-

ные числа и тригонометрические функции, определяют (18): 
 

500 500
1

1

500 500

0,0014sin 2513 0,054 cos 2513

0, 003sin 9987 0,054cos9987
.

213sin 2513 5,7 cos 2513

53sin 9987 5,71cos9987

t t

C

t t

t t

i te te

u t t

te te

 

 

  
               

  

 
В результате получаются искомые переменные: 

 
500

1

500

( ) 0,0014sin 2513 0,054cos 2513 0,003sin 9987

0,054cos9987 ;

t

t

i t t t te

te





   


 (20) 

500

1

500

( ) 213sin 2513 5,7 cos 2513 53sin 9987

5,71cos9987 .

t

C

t

u t t t te

te





   


 (21) 

 



110 
 

Электроэнергетика 

Затем находятся выходные переменные (12): 
 

500 500

1

500 500

13sin 2513 0,36cos 2513

54sin 9987 0,35cos9987
.

0,18sin 2513 0, 049 cos 2513

0,0027sin 9987 0,049cos9987

t t

L

t t

t t

u te te

i t t

te te

 

 

   
               

  

 
В результате получается: 

 
500

1

500

( ) 13sin 2513 0,36cos 2513 54sin 9987

0,35cos9987 ;

t

L

t

u t t t te

te





    


 (22) 

500

500

( ) 0,18sin 2513 0,049 cos 2513 0, 0027sin 9987

0,049cos9987 .

t

t

i t t t te

te





   


 (23) 

 
Из (3) с учетом (20) и (23) находится ток 𝑖ଶ(𝑡): 

 

2 1

500

2

500

( ) ( ) ( )

( ) 0,18sin 2513 0,0048cos 2513 0,00027sin 9987

0,0049cos9987 .

t

t

i t i t i t

i t t t te

te





  

    



 (24) 

 
Затем с помощью (20) и (24) определяется падение напряжения на 

резисторах 𝑅 и 𝑅ଶ: 
 

500

500

( ) 20sin 2513 5, 4cos 2513 0,3sin 9987

5, 4 cos9987 ;

t

R

t

u t t t te

te





   


 (25) 

500

2

500

( ) 200sin 2513 5,3cos 2513 0,3sin 9987

5, 4cos9987 .

t

R

t

u t t t te

te





   


 (26) 

 
Таким образом, посредством предложенного алгоритма расчета переход-

ных процессов методом переменных состояния выведены (20)–(26), которые яв-
ляются аналитическим решением составленной математической модели (1)-(3) 
электрической схемы, приведенной на рис. 1. Полученные выражения позволяют 
выполнять аналитические исследования переходных процессов в рассматривае-
мой электрической схеме. 
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Ш. Проверка результатов, полученных посредством  
предложенного алгоритма расчета переходных процессов 
Известно, что современным универсальным средством проверки по-

лученных результатов является компьютерное моделирование. Для модели-
рования сложных технических систем различных областей наук использу-
ется специальная интерактивная компьютерная среда Simulink пакета 
MATLAB [13-15]. Рассчитаны переходные характеристики токов и напряже-
ний рассматриваемой электрической цепи, используя полученные выраже-
ния (20)–(26) и блок State-Space, предназначенный для создания динамиче-
ской математической модели переменных состояния. На рис. 2 и 3 представ-
лены результаты расчета переходных характеристик токов и напряжений 
рассматриваемой электрической цепи, используя выражения (20), (23), (24) 
и (21) – для тока, (22), (25), (26) – для напряжения. 

Сопоставительный анализ представленных переходных характери-
стик токов и напряжений с результатами, полученными посредством Sim-
ulink, показывает, что имеет место совпадение кривых на всем протяжении 
переходного процесса. 

Таким образом, проведенное компьютерное моделирование в интер-
активной среде Simulink подтвердило правильность полученных выражений 
искомых переменных рассматриваемой электрической схемы. 

 
IV. Заключение 

Математические модели электрических цепей, разработанные с ис-
пользованием метода переменных состояния, позволяют выявлять и анали-
тически сопоставлять качественные и количественные зависимости пере-
ходных процессов в электрических цепях переменного тока. Предложенный 
алгоритм расчета переходных процессов методом переменных состояния в 
линейных электрических цепях, содержащих источники напряжения пита-
ния переменного (гармоническое) тока и комплексные корни дифференци-
альных уравнений, позволяет, используя матричный вычислительный аппа-
рат, получать оригиналы переходных характеристик токов и напряжений, 
минуя сложные алгебраические преобразования. 

В результате применения предложенного алгоритма расчета пере-
ходных процессов методом переменных состояния получены аналитиче-
ские выражения искомых переменных рассматриваемой электрической 
цепи, правильность которых подтверждает компьютерное моделирования в 
интерактивной среде Simulink пакета MATLAB. 

Представленный в статье материал представляет интерес для специ-
алистов, которые занимаются исследованиями и расчетами переходных 
процессов в электрических цепях электротехнических устройств перемен-
ного тока. 
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Рис. 2. Переходные характеристики токов 
 

Fig. 2. Transient characteristics of currents 
 

 
 

Рис. 3. Переходные характеристики напряжений 
 

Fig. 3. Transient voltage characteristics 
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